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1. Постановка задачи
Пусть 𝑋 — сепарабельное гильбертово пространство. Пусть 𝑓 — такая

𝛾-измеримая функция, что при некотором выборе базиса {𝑒𝑛} в 𝑋 для
почти всех 𝑥 для любого 𝑘 отображение

(𝑡𝑖1 , 𝑡𝑖2 , . . . , 𝑡𝑖𝑘) ↦→ 𝑓(𝑥 + 𝑡𝑖1𝑒𝑖1 + 𝑡𝑖2𝑒𝑖2 + · · ·+ 𝑡𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘) (1)

является многочленом степени не выше 𝑑 по совокупности переменных.
Требуется доказать, что при соблюдении этих условий 𝑓 — измери-

мый многочлен степени не выше 𝑑.

2. Решение
Без ограничения общности можем считать, что 𝑋 = R∞, 𝛾 — счётное

произведение стандартных гауссовских мер на прямой и {𝑒𝑛}— стандарт-
ный базис: 𝑒𝑖 = (0, . . . , 0, 1

𝑖
, 0, . . . ).

Проведём индукцию по 𝑑. База индукции: для 𝑑 = 0 утверждение
верно по теореме 2.4.1 из [1] («закон 0–1»).

Пусть теперь 𝑑 > 0 и для всех натуральных чисел меньших 𝑑 утвер-
ждение доказано (т. е. предположим, что известно, что если отображе-
ние (1) — многочлен степени меньшей 𝑑, то и 𝑓 — измеримый многочлен
степени меньшей 𝑑). В частности, получаем, что 𝜕𝑓

𝜕𝑒1
— измеримый мно-

гочлен степени не выше 𝑑− 1.
Рассмотрим 𝜕𝑓

𝜕𝑒1
как многочлен по переменной 𝑥1. Тогда получаем сле-

дующее представление:

𝑓(𝑥) = 𝑥1 · 𝑝1(𝑥2, . . . ) + · · ·+ 𝑥𝑑−1
1 · 𝑝𝑑−1(𝑥2, . . . ) + 𝑝𝑑 𝑥𝑑

1⏟  ⏞  
𝑓1(𝑥)

+ 𝑔1(𝑥2, . . . ), (2)

где 𝑝𝑖 — измеримые многочлены степени не выше 𝑑− 𝑖; 𝑔1(𝑥) не зависит
от переменной 𝑥1.

Далее, используя представление (2), повторяя рассуждения для каж-
дого из векторов 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛, получим представление

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑔𝑛(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, . . . ), (3)

где 𝑓𝑛(𝑥) — измеримые многочлены степени не выше 𝑑 (на R∞), 𝑔𝑛 — про-
извольные функции, но не зависящие от первых 𝑛 переменных.

Сразу заметим, что мы можем считать, что∫︁
R𝑛

𝑓𝑛 𝑑𝛾1 . . . 𝑑𝛾𝑛 ≡ 0 (4)
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(интеграл от 𝑓𝑛 по произведению первых 𝑛 мер есть многочлен от 𝑥𝑛+1,
𝑥𝑛+2, . . . , который мы можем отнести к функции 𝑔𝑛).

Докажем, что ‖𝑓𝑛‖𝐿2 — ограничены.

Лемма 1. Пусть ℎ — измеримый многочлен с нулевым средним. Тогда
для функции

𝜑ℎ(𝑡) =

∫︁
Ω

exp(𝑖𝑡ℎ)𝑑𝛾 (5)

при достаточно малых 𝑡 справедлива оценка

|1− 𝜑ℎ(𝑡)| > 𝐶𝑡2 · ‖ℎ‖2
𝐿2(Ω), (6)

где 𝐶 > 𝛿 > 0 — некоторая постоянная.

Доказательство. Разложим функцию 𝜑ℎ(𝑡) в ряд Тейлора в точке 0:

𝜑ℎ(𝑡) = 𝜑ℎ(0) + 𝑖𝑡

∫︁
Ω

ℎ 𝑑𝛾

⏟  ⏞  
=0

−𝑡2

2!

∫︁
Ω

ℎ2𝑑𝛾 + 𝑟(𝑡, ℎ).

Здесь |𝑟(𝑡, ℎ)| 6 𝑡3

3!

∫︀
Ω
|ℎ|3 𝑑𝛾. Оценивая требуемое выражение по модулю,

получаем

|1− 𝜑ℎ(𝑡)| >
𝑡2

2!
‖ℎ‖2

𝐿2 −
𝑡3

3!
‖ℎ‖3

𝐿3 .

Чтобы доказать требуемую оценку, покажем, что при достаточно малых 𝑡
выполнено неравенство

𝑡3

3!
‖ℎ‖3

𝐿3 <
1

2
· 𝑡2

2!
‖ℎ‖2

𝐿2 .

Используя эквивалентность 𝐿𝑝-норм на многочленах (см. параграф 5.6
из [1]), заключаем, что окончательно требуется, чтобы при 𝑡 → 0 про-
изведение 𝑡‖ℎ‖𝐿2 было ограничено сверху некоторой константой, напри-
мер 𝑀 , чего можно добиться.

Лемма 2. Пусть в представлении 𝑓 = 𝑓𝑛 + 𝑔𝑛 функции 𝑓𝑛 зависят
только от переменных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, а функции 𝑔𝑛 — от перемен-
ных 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, . . . . Тогда последовательность {𝑓𝑛} ограничена по 𝐿2-
норме.
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Доказательство. Предположим, что ‖𝑓𝑛‖𝐿2 →∞ при 𝑛 →∞. Тогда

∀𝜀 > 0 ∃𝑛 : ‖𝑓𝑛‖𝐿2 >
1

𝜀
.

Рассмотрим преобразование Фурье функции 𝑓 при малых 𝑡 (для ко-
торых выполнена лемма 1):

𝜑𝑓 (𝑡) =

∫︁
𝑋

𝑒𝑖𝑡(𝑓𝑛+𝑔𝑛)𝑑𝛾 =

∫︁
𝑋

𝑒𝑖𝑡𝑓𝑛𝑑𝛾 ·
∫︁
𝑋

𝑒𝑖𝑡𝑔𝑛𝑑𝛾. (7)

Отсюда, используя оценку из леммы 1, получаем, что 𝜑𝑓

(︀
min{𝑡, 𝜀}

)︀
6

6 1−𝐶, но 𝜑(0) = 1. Полученный результат противоречит непрерывности
функции 𝜑 в нуле. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть ℎ — многочлен степени не выше 𝑑. Тогда выполнено
неравенство

P
(︀
Eℎ2/4 6 ℎ2 < 𝑟 Eℎ2

)︀
> 𝑞, (8)

где 𝑟 и 𝑞 — некоторые положительные константы, зависящие только
от степени многочлена.

Доказательство. Представим интеграл Eℎ2 в виде суммы интегралов
по трём множествам:∫︁

𝑋

ℎ2 𝑑𝛾 =

∫︁
ℎ2<Eℎ2/4

ℎ2 𝑑𝛾 +

∫︁
Eℎ2/46ℎ2<𝑟 Eℎ2

ℎ2 𝑑𝛾 +

∫︁
ℎ2>𝑟 Eℎ2

ℎ2 𝑑𝛾. (9)

Первое слагаемое, очевидно, меньше Eℎ2/4. А для последнего слагаемо-
го по неравенствам Коши—Буняковского и Чебышева, а также по эк-
вивалентности норм в 𝐿2 и 𝐿4 для многочленов, выполнена следующая
оценка:∫︁

ℎ2>𝑟 Eℎ2

ℎ2 𝑑𝛾 =

∫︁
𝑋

I{ℎ2 > 𝑟 Eℎ2} · ℎ2 𝑑𝛾 6

К.—Б.
6

(︃∫︁
𝑋

ℎ4 𝑑𝛾

)︃ 1
2(︂

P
(︀
ℎ2 > 𝑟 Eℎ2

)︀)︂ 1
2

=

= ‖ℎ‖2
𝐿4 ·

√︁
P
(︀
ℎ2 > 𝑟 Eℎ2

)︀ экв.
6 𝑝 ‖ℎ‖2

𝐿2 ·
√︁

P
(︀
ℎ2 > 𝑟 Eℎ2

)︀ Ч.
6

6 𝑝 ‖ℎ‖2
𝐿2 ·

√︂
Eℎ2

𝑟 Eℎ2
=

𝑝√
𝑟
· ‖ℎ‖2

𝐿2 .

— 4 —



Таким образом, мы получили, что значения многочлена с положи-
тельной отделённой от нуля вероятностью лежат в некотором интервале,
содержащем его среднее.

Рассмотрим теперь общий случай: 𝑓𝑛 — измеримый многочлен степе-
ни 𝑑, зависящий от всех переменных; 𝑔𝑛 — не зависит от переменных 𝑥1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛.

Из леммы 3 следует, что для каждого многочлена 𝑓𝑛 существует такое
множество 𝐺 наборов 𝑦 = (𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, . . . ), что 𝛾(𝐺) > ̃︀𝑞 > 0, на котором
выполнено неравенство

‖𝑓𝑛‖2/4 6
∫︁
R𝑛

𝑓 2
𝑛(𝑦) 𝑑𝛾1 . . . 𝑑𝛾𝑛 < ̃︀𝑟 ‖𝑓𝑛‖2 (10)

(центральный интеграл есть многочлен степени 2𝑑 от переменных 𝑥𝑛+1,
𝑥𝑛+2, . . . ).

Далее будем действовать аналогично доказательству леммы 2. Возь-
мём преобразование Фурье функции 𝑓 и перепишем его, используя неза-
висимость 𝑔𝑛 от первых 𝑛 переменных и теорему Фубини:∫︁

𝑋

𝑒𝑖𝑡𝑓𝑑𝛾 =

∫︁
𝑋

𝑒𝑖𝑡𝑓𝑛 · 𝑒𝑖𝑡𝑔𝑛 𝑑𝛾 =

∫︁
𝑋

𝑒𝑖𝑡𝑓𝑛
𝑛
⊗
𝑖=1

𝑑𝛾𝑖 𝑒𝑖𝑡𝑔𝑛
∞
⊗

𝑖=𝑛+1
𝑑𝛾𝑖. (11)

После интегрирования по первым 𝑛 переменным, получаем выражение
вида ∫︁

𝑣𝑛(𝑡, 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, . . . ) · 𝑒𝑖𝑡𝑔𝑛
∞
⊗

𝑖=𝑛+1
𝑑𝛾𝑖. (12)

По лемме 1 можем использовать оценку⃒⃒
1− 𝑣𝑛(𝑡, 𝑥𝑛+1, . . . )

⃒⃒
> 𝐶𝑡2 · ‖𝑓𝑛(𝑥𝑛+1, . . . )‖2

𝐿2(R𝑛), (13)

но только в той области, где 𝑡‖𝑓𝑛(𝑥𝑛+1, . . . )‖𝐿2(R𝑛) < 𝑀 .
Рассмотрим указанные неравенства на множестве положительной ме-

ры 𝐺, используя неравенства (10). Тогда после интегрирования выраже-
ния (12) по этому множеству опять получается, что при предположе-
нии, что ‖𝑓𝑛‖𝐿2 →∞, нарушается непрерывность преобразования Фурье
функции 𝑓 в нуле.

Так как последовательность {𝑓𝑛} равномерно ограничена по нор-
ме 𝐿2, то можно считать, что последовательность средних арифметиче-
ских

{︀
𝑓1+···+𝑓𝑛

𝑛

}︀
сходится в 𝐿2. Отсюда следует, что последовательность
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средних арифметических для последовательности {𝑔𝑛} также сходится.
Переходим к представлению

𝑓 = ̃︀𝑓𝑛 + ̃︀𝑔𝑛.

Докажем, что ̃︀𝑔 = lim
𝑛→∞

̃︀𝑔𝑛 = const почти всюду. На самом деле, для
любого конечного натурального числа 𝑘

𝑔𝑛 =
𝑔1 + . . . 𝑔𝑘−1 + 𝑔𝑘 + · · ·+ 𝑔𝑛

𝑛
=

𝑔1 + · · ·+ 𝑔𝑘−1

𝑛
+

𝑔𝑘 + · · ·+ 𝑔𝑛

𝑛

где второе слагаемое не зависит от первых 𝑘 переменных, а первое по-
крайней мере поточечно сходится к 0. Таким образом, функция ̃︀𝑔 =
= lim

𝑛→∞
̃︀𝑔𝑛 не зависит ни от какого конечного числа переменных, откуда

следует, что ̃︀𝑔 = const п. в.
Отсюда 𝑓 = lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 + 𝑐, где 𝑓𝑛 — измеримые многочлены степени 𝑑.

Отсюда и 𝑓 — измеримый многочлен степени 𝑑. Утверждение задачи до-
казано.
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